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ОЦЕНКА КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ЗАВИСИМОСТИ СРЕДНЕЙ ПЛОТНОСТИ И ПРОЧНОСТИ  

НА СЖАТИЕ ПОРТЛАНДЦЕМЕНТА  

Тарарушкин Е.В. 

Приводятся результаты оценки корреляционной зависимости между средней плотностью и прочностью на сжатие порт-

ландцемента в возрасте 28 суток с разными величинами водоцементного отношения (В/Ц=0.3, 0.4 и 0.5). Корреляционные зави-

симости определяются с помощью линейных коэффициентов Пирсона, Спирмена и Кендалла. Показано, что с увеличением вели-
чины водоцементного отношения корреляция между средней плотностью и прочностью на сжатие становится сильнее. Также 

выяснено, что наиболее коррелированные экспериментальные данные (состав с В/Ц=0.5) можно считать зависимыми случай-

ными величинами. Через информационные критерии AIC и BIC для этих данных подобрана копула Клейтона. С помощью копулы 

можно генерировать необходимое число результатов испытаний зависимых случайных величин при вероятностном моделирова-
нии. 
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Введение. Прочность на сжатие и средняя плотность 

затвердевшего портландцемента занимают одно из важ-

ных мест среди его физико-механических свойств. С 

точки зрения математической статистики прочность и 

плотность являются случайными величинами. Форми-

рование закона распределения для случайных величин, 

характеризующих свойства материалов на основе порт-

ландцемента, может происходить под влиянием различ-

ных факторов, таких как, рецептурные и технологиче-

ские отклонения при изготовлении материалов, строе-

ние и дефектность материалов, процесс получения экс-

периментальных данных. Например, чаще всего проч-

ность на сжатие тяжелого бетона можно описать нор-

мальным законом распределения [1], но также встреча-

ются и другие законы распределения, например, рас-

пределение Вейбулла [2]. 

В теории вероятностей различают независимые и за-

висимые случайные величины. Независимые случайные 

величины – это такие случайные величины, у которых 

совместную плотность распределения можно предста-

вить через произведение их отдельных плотностей рас-

пределения. При этом значение одной независимой 

случайной величины, при её генерации, не влияет на 

значения остальных случайных величин. У зависимых 

случайных величин присутствует связь между ними, то 

есть значение одной случайной величины влияет на 

значения других случайных величин из рассматривае-

мой совокупности. Наличия зависимости или независи-

мости между случайными величинами важно для кор-

ректного моделирования вероятностными методами. 

Одним из способов оценки вероятностной зависимости 

между случайными величинами – это применение раз-

личных корреляционных линейных и ранговых коэф-
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фициентов. Коэффициенты корреляции часто применя-

ют для анализа свойств строительных материалов, так 

для древесины присутствует положительная корреляци-

онная зависимость между её плотностью и её прочно-

стью на сжатие вдоль волокон, и отрицательная корре-

ляционная зависимость между относительной влажно-

стью древесины и её модулем упругости [3].  

При моделировании с помощью методов теории ве-

роятностей, например, вероятностная оптимизация [4, 

5], возникает потребность применения совместных рас-

пределений нескольких случайных величин. При этом 

может возникать трудность в генерации зависимых слу-

чайных величин. Одним из методов для корректной 

генерации зависимых случайных величин является 

применение копул. 

В данной работе представлена оценка корреляцион-

ной зависимости межу средней плотностью и прочно-

стью на сжатие для затвердевшего портландцемента. 

Оценка производится для составов с различными вели-

чинами водоцементного отношения (В/Ц = 0,3; 0,4 и 

0,5) с помощью коэффициентов Пирсона, Спирмена и 

Кендалла. Для состава с наиболее коррелированными 

экспериментальными данными выполняется построение 

копулы. 

Методы и материалы. 

Для испытаний применялся портландцемент марки 

ЦЕМ I 42.5 Н и дистиллированная вода. Рентгенофазо-

вый анализ негидратированного портландцемента пока-

зал следующий фазовый состав: C3S – 57%, C2S – 23%, 

C3A – 5%, C4AF – 11%, Ca2SO4 – 3%. В эксперименте 

было рассмотрены три величины водоцементного от-

ношения для цементной пасты: В/Ц = 0,3; 0,4 и 0,5. Об-

разцы для испытаний изготавливались в виде кубов с 

размерами 2х2х2 см3. Твердение образцов осуществля-

лось в воде при нормальных условиях в течение 28 су-

ток согласно ГОСТ 30744-2001 «Цементы. Методы ис-

пытаний с использованием полифракционного песка». 

В 28 сутки образцы подвергались испытаниям на проч-

ность при сжатии, непосредственно перед испытаниями 

образцы доставались из ванны с водой и протирались 

влажной тряпкой для удаления капель воды, затем про-

водились геометрические замеры образцов и их взве-

шивание. Количество образцов для проведения испыта-

ний принималось 100 шт. для каждого вида исследуе-

мых составов. Такое количество образцов для испыта-

ний принято из-за проблемы «проклятие размерности» 

(curse of dimensionality) [6]. 

Оценка корреляционной зависимости между средней 

плотностью и прочностью на сжатие затвердевшего 

портландцемента выполнялась с помощью линейного 

коэффициента Пирсона [7] и линейных ранговых коэф-

фициентов Спирмена и Кендалла [8, 9]. Также проверя-

лись гипотезы о принадлежности нормальному закону 

распределения для всех экспериментальных данных с 

помощью критерия Шапиро-Уилка [10].  

Линейный коэффициент Пирсона применяется для 

оценки корреляции между случайными величинами 

подвергнутых нормальному закону распределению, что 

подходит для таких случайных величин как плотность и 

прочность на сжатие материалов на основе портланд-

цемента. Вычисление коэффициента корреляции по 

Пирсону для двух случайных величин x и y выполняется 

по формуле 1: 

𝑟𝑃 =
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2 ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

 (1) 

Значение коэффициента корреляции Пирсона лежит 

на отрезке [-1;1]. Значение 1 означает прямую корреля-

цию, -1 – означает обратную корреляцию, а значение 0 

указывает на отсутствие корреляционной зависимости. 

Коэффициент корреляции Спирмена также оценива-

ет линейную связь между случайными величинами, но 

корреляция является ранговой, т.е. при вычислениях 

используют не числовые значения случайной величины, 

а соответствующие им ранги: 

𝑟𝑆 = 1 −
6

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 + 1)
∑(𝑅𝑖 − 𝑆𝑖)2

𝑛

𝑖=1

 (2) 

где: Ri – ранг наблюдения xi в ряду x;   

       Si – ранг наблюдения yi в ряду y.  

Коэффициент Кендалла также является линейным 

ранговым коэффициентом корреляции и вычисляется по 

следующей формуле: 

𝑟𝐾 = 1 −
4

𝑛(𝑛 − 1)
𝑃         (3) 

где: P – количество инверсий, образованных величина-

ми yi, расположенными в порядке возрастания соответ-

ствующих xi.  

Величины ранговых коэффициентов Спирмена и 

Кендалла, также, как и коэффициент Пирсона, принад-

лежат [-1;1]. 

Недостатком линейных коэффициентов корреляции 

Пирсона, Спирмена и Кендалла является то, что с по-

мощью них невозможно выполнить оценку нелинейной 

корреляционной зависимости, которая также может 

присутствовать между случайными величинами. В свою 

очередь это означает, что невозможно с помощью них 

достоверно утверждать об отсутствии зависимости 

между случайными величинами при отсутствии корре-

ляционной зависимости (коэффициент корреляции →0). 

Но при стремлении показателя линейного коэффициен-

та корреляции к 1.0 можно достоверно утверждать о 

наличии зависимости между случайными величинами.  

Формирование совместных функций распределения 

для зависимых случайных величин можно осуществить 

с помощью копул, особенно данный метод хорошо под-

ходит к распределениям с тяжелыми хвостами. Копула 

– многомерная функция распределения с областью 

определения [0,1]n. Все маргинальные распределения 

случайных величин, формирующие копулу, равномерны 

на интервале [0,1]. Обоснование получения копул объ-

ясняется теоремой Склара [11]. На сегодняшний день 

копулы применяют в экономических науках [12, 13], 

метеорологических науках [14, 15], в инженерных 

науках, в том числе связанных с расчетами искусствен-

ных сооружений [16, 17].  

Различают разные классы копул, а именно, эллипти-

ческие копулы и архимедовы копулы. К первому отно-

сятся нормальная (гауссова) копула, t-копула (копула 

Стьюдента) и др., ко второму относятся такие копулы 

как копула Клейтона, копула Гумбеля, копула Франка и 

др. При анализе экспериментальных данных для полу-

чения их копулы наиболее подходящими являются ран-

говые коэффициенты корреляции Спирмена и Кендал-
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ла, так как могут присутствовать распределения с тяже-

лыми хвостами [18]. Выбор копулы можно выполнить c 

помощью информационного критерия Акаике (AIC) 

[19] и байесовского информационного критерия (BIC) 

[20]. 

𝐴𝐼𝐶 = −2ln(𝐿) + 2𝑘           (4) 

  

𝐵𝐼𝐶 = −2ln(𝐿) + 𝑘ln(𝑛)            (5) 

где: L – максимизированное значение функции правдо-

подобия,  

      k – количество параметров копулы,  

      n – количество экспериментальных данных. 

Результаты исследования 

Проверка гипотезы о принадлежности нормальному 

закону распределения для всех экспериментальных 

данных с помощью критерия Шапиро-Уилка для α = 

0,05 показала, что нулевая гипотеза (H0: случайная ве-

личина подчиняется нормальному закону распределе-

ния) отклоняется. 

Вычисленные коэффициенты корреляции по форму-

лам 1, 2 и 3 между средней плотностью и прочностью 

на сжатие для различных составов приведены в табл. 1.  

Таблица 1 – Коэффициенты корреляции для различных 

величин В/Ц в портландцементе 

В/Ц 

Количе-

ство 

испыта-

ний,  

шт. 

Коэф-

фициент 

Пирсона, 

rP 

Коэф-

фициент 

Спирме-

на,  

rS 

Коэф-

фициент 

Кендал-

ла,  

rK 

0,3 100 0,00 0,07 0,05 

0,4 100 0,26 0,22 0,14 

0,5 100 0,41 0,41 0,28 

 

Результаты в таблице 1 показывают, что увеличение 

водоцементного отношения ведет к увеличению показа-

телей коэффициентов корреляции, то есть корреляция 

между средней плотностью и прочностью на сжатие 

становится сильнее для составов с большим содержани-

ем воды.  

На рисунках 1-3 представлены графики поля экспе-

риментальных точек, на которых также указаны гисто-

граммы маргинальных случайных величин (средняя 

плотность P, г/см3, и прочность на сжатие R, МПа) и 

восстановленные с помощью ядерного сглаживания их 

плотности распределения [21, 22]. 

Из рисунков 1-3 также видно, что наибольшей кор-

реляционной зависимостью обладает состав с В/Ц=0,5. 

Несмотря на то, что критерий Шапиро-Уилка отклонил 

гипотезу о нормальном законе распределения экспери-

ментальных данных, в таблице 2 приводится информа-

ция о величинах среднего значения прочности на сжа-

тие и величинах среднего значения средней плотности, 

и коэффициенты вариации. 

Для состава с наибольшими корреляционными ко-

эффициентами (В/Ц=0,5) выбор копулы с помощью 

информационных критериев AIC и BIC показал, что 

наиболее подходящей копулой является копула  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1 – Поле экспериментальных точек и гисто-

граммы маргинальных случайных величин с восстановлен-

ными плотностями распределения для состава с В/Ц=0,3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 2 – Поле экспериментальных точек и гисто-

граммы маргинальных случайных величин с восстановлен-

ными плотностями распределения для состава с В/Ц=0,4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3 – Поле экспериментальных точек и гисто-

граммы маргинальных случайных величин с восстановлен-

ными плотностями распределения для состава с В/Ц=0,5 

 

Клейтона с θ=0.8. Копула Клейтона относится к 

классу архимедовых копул с генератором φ(t)=(t-θ-1)/θ, 

где θ ∊ [-1,+∞]\{0}Двумерная копула Клейтона вычис-

ляется по формуле 6: 

𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥 ([𝑢−𝜃 + 𝑣−𝜃 − 1]−1/𝜃, 0) (6) 

Функция плотности распределения для подобранной 

копулы Клейтона изображена на рисунке 4. Генерация 

500 точек для средней плотности P и прочности на сжа-

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_%D0%BF%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%B4%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_%D0%BF%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%B4%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D1%8F
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тие R портландцемента с помощью копулы Клейтона 

изображена на рисунке 5. Коэффициенты корреляции 

для данной генерации показали следующие значения: 

rP=0.44; rS=0.40; rK =0.28. 

Таблица 2 – Средние значения и коэффициенты вариации 

экспериментальных данных для различных В/Ц порт-

ландцемента 

В/Ц 

Среднее 

значение 

прочно-

сти на 

сжатие, 

МПа 

Коэффи-

циент 

вариации 

прочно-

сти на 

сжатие, 

% 

Среднее 

значение 

средней 

плотно-

сти, г/см3 

Коэффи-

циент 

вариации 

средней 

плотно-

сти, % 

0,3 89,6 17,1 2,120 1,7 

0,4 66,2 15,9 1,982 1,9 

0,5 45,9 14,6 1,888 2,0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 4 – Функция плотности распределения (pdf) 

копулы Клейтона 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 5 – Генерация 500 точек с помощью копулы 

Клейтона для R и P 

 

Выводы. 

Проведены эксперименты по определению средней 

плотности и прочности на сжатие для портландцемента 

в возрасте 28 суток с разными величинами водоцемент-

ного отношения (В/Ц=0.3, 0.4 и 0.5).  

Вычислены линейные коэффициенты корреляции 

(Пирсона, Спирмена и Кендалла) между средней плот-

ностью и прочностью на сжатие затвердевшего порт-

ландцемента с различными величинами В/Ц. Вычисле-

ния показали, что с увеличением содержания воды по-

вышается корреляция между средней плотностью и 

средней прочностью на сжатие. 

 Для состава с В/Ц=0,5, состав с наибольшей корре-

ляционной зависимостью, среднюю плотность и проч-

ность на сжатие можно считать зависимыми случайны-

ми величинами. Для этих случайных величин выбрана 

копула Клейтона. С помощью копулы можно генериро-

вать необходимое число результатов испытаний зави-

симых случайных величин, что необходимо при вероят-

ностном моделировании. 
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